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Отъ автора. 


. ЦФль настоящей замЪтки представить, въ сжатомъ видЪ, постепенное 
развише Аналитической Геометр!и, начиная отъ творца метода координатъ 
Декарта до настоящаго времени. Въ хронологическомь порядкз мы ука- 
жемъ воз важнЪйця сочиненя, касающйяся этого предмета. Говоря о раз- 
витш Аналитической Геометри необходимо будеть упомянуть также и о 
развити Синтетической Геометр!и, и отчасти Неевклидовской, которыя въ 
посл8днее время все боле и болфе начинають входить въ болфе тфеную 
связь съ Аналитической Геометрей. 

При составлени настоящей замфтки мы, главнымъ образомь, имфли 
въ виду собрать въ одно цфлое указанйя, разсвянныя въ различныхь со- 
чиненяхъ, касаюцяся историческаго развитйя метода Декарта. 

Мы полагаемъ, что попытка наша можеть принесть нфкоторую пользу 
лицамъ желающимъ познакомиться съ историческимъ ходомъ развит! я раз- 
личныхь методовъ, входящихь въ область Аналитической Геометри. Въ 
нашей замфткВ читатель также найдеть указан!я на главнЪйция сочиненя 
по Аналитической Геометри, а также Геометри Синтетической. 


Мих. Ващенко-Захарченко. 


Юевъ, 15 Сентября, 
1888 г. 


Историчеснй очеркъ развитя Аналитической` Геометрим. 


Первоначальныя основы Аналитической Геометри были положены зна- 
менитымъ французскимъ математикомъ ХУГ в$ка Ветомь (1540—1603 г.). 
Онъ первый сдзлалъ нововведеше въ тогдашнюю Алгебру, введя въ нее 
символы и показавь какъ при помощи ихъ могуть быть производимы вы- 
числен!я. Обозначая буквами величины извфстныя и неизвфетныя, Веть 
создаль науку о символахъ и показаль какь эти символы подчиняются 
всфмъ тЪмьъ дЪйствямъ, которыя производили до него только надъ чиела- 
ми. Первые основы своего метода Ветъ изложиль въ 1591 г. вь своемъ 
„Введеши къ искусству аналитики“ ') и въ послфдующихь добавленяхь къ 
этому сочиненйю. Необыкновенную важность своего нововведешя яено соз- 
наваль уже самъ Веть, говоря: „что методъ его даеть возможноеть р- 
шить самый важный вопросъ, а именно: задачу о ршен!и всвхъ задачь“ ?). 
Показавъ какъ алгебраическимь путемъ могуть быть рышены различные 
теометричесвые вопросы, р»шаемые до него построешемъ, Веть внесъ въ 
изслФдоваве геометрическихь вопросовъ новое направлеше, которое послу- 
жило къ болфе тЪеному сближеню Алгебры съ Геометрей. 


1) Егапо!ве: УЗеве ш амешт ала]уысат 19608, 1591, Тоцхв. реё. 11-0]. Донолие- 
щемь къ этому сочиненшю служило другое, затлаые котораго: Ай Гов1зЫееш врес1озата М о- 
4ае регез. Оно было напечатано только поет смерти автора въ собраши ето сочиненй, 
изданномъ подъ заглашемь: Егапс1зс! У1еёае Орега Майветайса, ш плиш Уошеп сопбез- 
42, ас гособпйа; Орегё аёие знаю Еталеве! & Бевооею Пеуйепяв. Глеба! Вайалогат. 
1646. ш—4. Первыя два поименованныя сочинен!я В1ета переведены ка француз. яз. и на- 
печатаны въ ВиЦе ло 41 ВШНовтайа е 41 Зюма еПе Зо1еп2е табетайсве е йясве. Вота. 
Т. Т, рав. 223—216. 
Е 2) Пепёаие {аз6иозишт ргоМеша ргоМеглайот ал Апа]уйее, Фи7рИсет Рееысез Ро- 
пвЫсез её ЕхереЫсез фогташ фапдеш ш4тёа, гаке ИИ а@годай, @иой езё паи поп рго- 
еша во]уега (п зм4ет апа1уйсаш Твабове, сар. У, 29). 
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Замфчательная попытка В!ета получила дальн®йшее развите только 
благодаря французскому философу Декарту (1596—1650 г.), котораго о 
справедливости считають истиннымъ творцемъ Аналитической Геометрии, 
хотя весьма вфроятно, что первоначальную идею своего метода Декарть 
почеринуль изъ сочиненй ета. Методъ свой Декарть изложиль Ох 
вый разъ въ 1637 г. въ своей „Геометри“, составляющей прибавлене въ 
философскому трактату 1). Особенноеть метода координать, созданнаго Де- 
картомъ, заключается въ томъ, что онъ внесь въ Геометрию, при р-шенши 
вопросовъ различнаго рода характеръ общности, который она до него не 
имфла. До Декарта геометры изсл®довали только частныя свойства, нЪко- 
торыхъ кривыхъ; такое направлене существовало у всёхъ древнихь гео- 
метровь. Методъ внесенный въ Теометрю Декартомъ придаль ей харак- 
теръ, который она до него не имла, такъ какъ при помощи одной фор- 
мулы стало возможно выразить свойства, принадлежащя пзлымъ классамь 
кривыхь. Благодаря новому направленно, данному Декартомъ, Теометря 
быетро подвинулась впередъ и развише ея оказало несомнфнную пользу раз- 
витно другихь отраслей математическихь наукЪ. Особенно много подвину- 
лась виередь Алгебра, символичесые премы которой стали принимать на- 
тладную форму и стали благодаря этому болфе понятны, велфдетви ихъ 
осязалельности. Однимъ изъ первыхь приложенй Теометри къ Алгебрь 
было объяснеше значешя и примфнене отрицательных корней уравненйй, 
о которыхъ древне математики имфли весьма неотчетливое представлеше 
и которые ими старательно избЪгались. Начиная съ Декарта развите Гео- 
метри и Алгебры идетъ рука объ руку и развиме одной тзено связано съ 
развитемъ другой. Методъ Декарта быль подтотовительнымь путемъ Е 
блестящему открыто Лейбница и Ньютона—дифференщальному исчислен!ю- 

Методь координать быль принфненъ Декартомъ только на плоскости 
къ Геометр!и двухъ изыфренёй. Сознавая всю важность и значен!е своего 
метода Лекарть не ограничился приложешемь его къ плоскимь кривым, 
а показаль также его приложеше къ кривымъ двойной кривизн® въ своей 
теори кривыхь двойной кривизны. Для этой цфли онъ изъ точевъ кривой, 
лежащей въ пространств®, опускать перпендикуляры на двЪ взаимно пер- 
пендикулярныя плоскости; проэкши этихь периендикуляровъ образовали 
дв плосвя кривыя, положеше каждой изъ которыхь онъ относиль кЬ 
двумъ осямь координать, лежащимь въ плоскости кривой, изь которыхъ 
одна была перес®чен!е двухъ плоскостей, Премъ этотъ, какъ видно, даваль 


1) Дезеоичев, Пвсоптв 4е 1а Мое рог Ыев совёийте за тафвоп, её сегсвег 1 
уёкце доз 1ез всфепоев; рав 1 Фюрёйчие, 168 Меедтез сё 1а @бошёье, Теуде, 1687., 
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возможность, при помощи метода координатъ, опредфлить положене кривой 
въ пространствЪ. Методъ этоть приводить въ систем координать трехъ 
измврен!й и къ представлению поверхностей въ видЪ уравнешя между тре- 
мя перемнными. Но прошелъ значительный перюдъ времени пока геомет- 
ры освоились съ методомъ координатъ и первоначально ограничивались 
только примфнешемъ его къ плоскимъ кривымъ. 


Методъ координатъ Декарта, какъ всякое нововведене, быль ветр}- 
ченъ многими изъ современниковъ автора „Геометри“ съ неудовольствемъ. 
Къ числу противниковь новаго метода принадлежаль также французеый 
теометръ Роберваль (Вофегуа!, 1602—1675) подвергийй „Геометрию“ Де- 
карта самой строгой критикЪ; извфетность Роберваля среди современныхь 
ему математиковь только способствовала распространению метода коорди- 
натъ. Есть основавя полагать, что критикуя сочинене Декарта Роберваль 
руководствовался не чувствомъ справедливости, а скорзе дЪйствоваль подъ 
вляшемъ завиети, такъ какъ впослВдетви имъ самимъ быль примфненъ 
методъ Декарта въ одномъ изъ своихъ сочинен!й '). Къ чиелу сторонников 
метода Декарта, принадлежаль французсый математикъ Ферма (1601—1665), 
которому н%Фкоторые изъ аналитическихь премовъь Декарта были извфетны 
еще ране выхода `въ свфть „Геометрыи“, не спешальный характеръ его 
изельдованй, основанныхъ имъ, большею чаетью, на созданномъ имъ ме- 
тодЪ „тахииз и тит“ ближе подходить въ геометрическимь изслвдова- 
нямъ древнихь геометровъ °). Другой сторонникъ новаго метода былъ другь 
Декарта французъ Де-Боне (Ге-Веаипе, 1601—1652), написавиий коммен- 
тар1и на „Геометр!ю“ 3), которые очень цфнились самимъ Декартомъ. Де-Боне 
установиль новыя воззрзя въ Аналитической Геометри кривыхъ линй, 
онъ первый указаль на связь существующую между уравнешемъь и евой- 
ствами касательной и соотвфтствующей ей кривой. Комментари Де-Боне 
появились въ печати въ первый разъ при обширномъ комментари на „Гео- 
метрю“ Декарта, сдфланномъ голландекимъ математикомъ Вань-Шотеномь 
(1581—1661). Въ другомъ изъ своихъ сочиневйй озатлавленномъ „Матема- 


1) Пе гезошопе аециа отит. Сочинене это напечатано было посл смерти Робер- 
валя вмфстВ съ другими его сочиненями въ сборник: ТП1уегв опугарев 4е шайрёшаюаиез 
5 4е рьузаие, раг М. М. 4е ГАсайвиие Воуме 4ез Эепсез. Рашв, 1698 11— #01. 

2) Сочинеше Ферма „о наибольшихь и наименьшихь величинахь“ хо насъ не дошло 
въ подлинник, & сохранилось въ издав!и сочинешй Ферма: Уама орега шабветайса Г. 
Рейт 4е Еегта%, зепафог8 То1озапй; То]озае, 1679, ш— #01. 


3) беотейма, а Вепаю Пез Сатёез аппо 1637 ва]Шее еде, пипс меш сит по 
Еогипоп81 4е Взаипе, шсиг1а ВЛаезеп! солзИ. гедй, 11 Нивиаш 1а паха. уегва орега Егаие. 
а Беросвеп. Тле4. Вмау. 1649, ш—4, Есть еще изданйя 1659 и 1683 годовъ. 
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тическя упражнешя“ \) Ванъ-Шотенъ примвниль методъ координать къ 
рёшенио многихь весьма сложныхь и интересныхь вопросовъ высшей гео- 
метри. Методъ этоть онъ съ успёхомъ примфниль въ Шей книг% этого 
сочинения, предметь которой относится къ возстановленю утеряннаго сочи- 
нешя Аполлоня „Плосвя мЪста“. Въ У-й книг того же трактата Шотена 
мы находимъ первое приложете метода координать къ кривымъ въ прос- 
транств%. Это быль первый шагь къ Аналитической Геометри трехъ изм$- 
рен. Изь числа другихъ иослФдователей метода Декарта упомянемъ еще 
толландскихь математиковь: Вита (У, 1632—1672), Слуза (В1азе, 1623 
—1685), Гудда (Нааде, 1633—1704), Гюйенса (Наувйепз, 1629—1695), 
Ванъ-Герета (Узп-Нешгаей), англичанина Нейля (Мей, 1680—1677), усво- 
ившихь методъ координать и примфнявшихь его при ршени различныхъ 
теометрическихь вопросовъ. Послёде два геометра, именно Ванъ-Гереть 
и Нейль, одни изъ первыхь занимались вопросом о спрямлен!и кривыхъ. 

Первое сочинеше относящееся къ коническимь сфчешямъ, въ кото- 
ромь быль приложенъ методъ Декарта, было написано въ 1665 году ан- 
тлйскимъ математикомъ Валлисомь (1616 — 1703) 3). Сочинеше это не за- 
клочаеть ничего особеннаго, такъ какъ Валлись въ своихъ геометрических 
изсл»довавяхь большею частно всегда слфдоваль синтетическому методу 
древнихъ, творешя которыхъ онъ очень цфниль. Несравненно важн%е при- 
ложене метода Декарта, которое сдфлалъ Валлись въ своей „Ариеметик® 
безконечныхт“ 3) къ методу недфлимыхь итаманскаго математика Кавалери 
(СахаНег, 1598—1647). 

Одновременно съ Декартомъ друме современные ему геометры, про- 
должая заниматься изученемъ сочинешй древнихь греческихъ геометровъ 
Аполлошя и Паппуса, изедовали теомотричесяе вопросы съ иной точки 
зрышя— съ синтетической. Обобщая выводы древнихъ и продолжая далЪе 
кругъ геометрическихь изслфдованй они оказали также не малое вляне 
па послфдующее развит!е Аналитической Геометри. Изъ числа такихъ гео- 
метровъ первое мёсто принадлежить другу Декарта Дезариу (1593—1662) 
и ученику поелёдняго извфетному Паскамо (1623—1662). На труды этихь 
теометровь долгое время не было обращено должнаго внимашя, такъ какъ 
ивслдован!о геометрическихь вопросовъ синтетическииь путемъ постепенно 
вытбенялось новымъ методомъ координать Декарта. Только въ началв ны- 
н%шняго стольмя на синтетичесый методъ изслВдованй было обращено 
ВНЕ 8: 

2) Ехегонайотев ша’нешайсае, Алей. 1657. 

з) Уи, Ое Весйоп из Сопзейв, Охоп., 1665, ш—4. 

3) Уаз, АтИьшойса боги, зе пота шебводиз 121024} 30 сиг Нлелгит 
доагадотала даче ргоелима, Охоп. 1656, ш—4. 


`снова ввимаше и онъ далъ блестяще результаты. Сочиненя Дезарга каса- 
лись многихъ геометрическихь вопросовъ интересныхь по своему существу, 
къ сожалЪнНо авторъ ихъ писаль въ видЪ набросковъ, сообщая читателямъ 
только основныя положевя и результаты. Главное изъ его сочинен!й, — на- 
печатанное въ 1639 г.—имфло предметомъ коничесвйя сфчешя '), методъь из- 
сл®дован!й Дезарга примЪненный въ немъ быль основанъ на метод№ пере- 
пективы. Сочинене это дошло до насъ только благодаря коши снятой еъ 
напечатаннато экземпляра геометромъ Лагиромъ. Въ сочиневи этомъ нахо 
дится много замчательныхь изслдовашй и воззрьвй автора, такъ напр. 
Дезаргь первый высказаль явно положенше выраженное Евклидомъ неявно 
въ своемъ постулат, что если разсматривать прямую, какъ продолженную 
въ об стороны въ безконечность, то ея противоположные концы сходятся. 
Въ этомъ же сочинени Дёзарга изложены основныя начала теори инволю- 
цы, которыя впослдотви благодаря французскому геометру Шалю стали 
однимъ изъ основашй новЪзйшей Теометри; также Дезаргу мы обязаны основ- 
ными положешями метода сЗкущихь и метода поляръ и полюсовъ на плос- 
коети и въ пространств. ПослёднйЙ методъ, который нЪкоторые приписы- 
вали французскому геометру Латиру, послужиль основанемь метода взаим- 
ныхь поляръ. Геометрическйя изслЬдовашя и методъ Дезарга высоко цВни- 
лись Декартомъ, не смотря на то что методы ихь были различны; говоря 
о заслугахъ Дезарга Декарть въ письмз къ Мерсенну говорить, „что Де- 
заргь первый внесъ въ геометричесвя изслФдовашя направлене и хараж- 
теръ, который онъ, Декартъ, называеть метафизикой Геометри и который 
никЪмъ не быль прилагаемъ кромВ Архимеда“, 


Направлеше внесенное въ геометричесвия изслвдованя Дезаргомъ на- 
шло послёдователя въ лицз французскаго философа Паскаля, который так- 
же слфдоваль синтетическому пути. Мегодъ этоть Паскаль примфниль съ 
рёдкимь успёхомь въ своемъ сочинении „Коничесыя ОФчешя“ въ шести 
книгахъ. Къ сожалЪнио сочинене это въ настоящее время утеряно, хотя 
еще въ 1676 году Лейбниць въ бытность свою въ Париж» имЪль его въ 
рукахъ и упоминаеть о его содержани. Указаня на содержане этого за- 
м\Ъчалельнаго сочинен!я сохранились также въ дошедшемь сочинеши Пас- 
каля „Опыть коническихь свченй“, написанномь въ 1640 году ?). Въ не- 


1) Вгои ов ргодесё 4’апе аМение вих бублетелйз @ев гепсопёгов @ап ©бпе ауес 
ип Пап, её аах бублешер8 4е5 сопфгаг16463 Фепёге 1е5 асопз 4ез рийззалсез ой Фогсев. 
Ракз, 1639. 

2) Сочинеше это было издано только въ 1779 т, подъ затламемь: „18881 ропг 1е3 
сошиез“, въ пояномь издаши сочинешя Паскаля, домнымь Возво®, 
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дошедшемъ до насъ тракталв Паскаля были положены основы предложенйй, 
касающихся ангармоническихь отношен!й, и дано также дальнзйшее раз- 
виме теорфи инволющи Дезарга. Въ „Опыт“ Паскаля были указаны свой- 
ства шестиугольника, внисаннаго въ коническое сфчеше. Шестиугольникъ 
этоть Паскаль называль „мистическимь“. Коническя сфчешя Паскаль 0б- 
разовываль съ помощью круга, примВняя начала перспективы, и свойства, 
ихь выводиль изъ свойствъ круга. 

Другой современникъ Декарта, также одинъ изъ его друзей, французъ 
Мидорэь (1585—1647) первый написалъ во Франщи вочинеше по кони- 
ческимъ сфченямъ, вышедшее въ 1631 г. въ двухъ книгахъ; въ 1641 г. 
оно было авторомъ дополнено и издано въ четырехъ книгахъ *). Методъ 
изслфдовай Мидоржа слЪдуетъ отнесть кЪ синтетическому методу древ- 
нихъ, который онъ стремился обобщить и расширить. 

Посл®дователемъ метода Паскаля быль также извфетный знатокъ тво- 
ренй древнихь греческихь геометровъ голландець 1езуитъ Гр. де-Сенъ-Вен- 
сень (буввоте ае-34.-Ушсепь, 1584—1667), обогативший теорйо коническихь 
сЖченй множествомъ предложен, найденныхъ имъ ?). ' 

Вь дух древнихъ геометровъ разработываль теоршю коническихь с$- 
ченй также французсый математикъ Лазирь (Ра-Ниге, 1640—1718) нани- 
савний нЪсколько сочинешй, изъ котсрыхъ главное „Трактатъ коническихь 
Сфчешй“ напечаланный въ 1685 г. 3). Хотя Лагирь быль основательно зна- 
комъ съ методомъ координатъ Декарта, но онъ предпочиталь производить 
свои изслфдованя методомъ еинтетическимъ, вирочемъ въ значительной сте- 
пени разнящимся оть премовъ древнихъ. Лагиръ инымъ образомь образо- 
зывалъ коническя сЪчешя чфмъ древше. Онъ принадлежаль къ числу по- 
слфдователей Дезарга, который поручилъ ему даже окончаше одного изъ сво- 
ихъ сочиненй по прикладной математиеЪ. 


Первый геометръ предетавивиий поверхность въ видф уравнешя между 
тремя перемфнными, на сколько извёстно, быль французь Парень (1666— 
1715). Соображеня свои по этому вопросу онъ представиль въ мемуарЪ, 


1) Мудотогиз, Ргойхот. Саорёчю. её ПлорьЧеии. РазвИз 1611, п №1. „Коничесвя 
Сфченя“ были введешемь къ сочипеншю, содержане которато Катоптрика и Доптрика. 
Введен!е это должно было заключать восемь книгь, но послфдш!я четыре не были папеча- 
таны. 

2) @тедомо а 91.-Тчеепйо, Ориз пеотейчеии дазгабатгае сйтсаН её Бесбопии ©0704, 
4есеш МЬка сошргевепзии. Уо1. 1—1, Апёуетр. 1625, п —#%1. Въ сочинеши этомъ авторъ 
даеть невзрное рёшеше задачи квадратуры круга. Ошибочность выводовь первый указаль 
Декарть. 

3) ЗесЫопез сошеае ш поуеш НЬгов @1ва чае. Рахвйз, 1685, ш-— №], 
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читанномъ имь 1700 г. въ Парижской Академи Наукъ. Въ другомъ сво- 
емъ сочинени Паренъ находить уравнеше шара, уравнене касательной 
плоскости къ шару, уравнене н®которыхъ поверхностей третьей степени и 
кривыхъ двойной кривизны и многое другое \). Нововведеше Парена оказало 
несомн®нныя услуги развитпо Аналитической Геометри трехъ измренй. 


Методъ координат въ пространств въ первый разъ обстоятельно быль 
изложенъ французекимъ геометромъ Клеро (1718 — 1765), въ 1731 г., въ 
сочинеши: „Трактать о кривыхь двойной кривизны“ °), которое онъ на- 
писалъ имЪя всего шестнадцать лЪтъ. Въ этомъ сочинени показано при- 
мЪнене координать въ пространств® къ поверхностямъ и кривымъ двойной 
кривизны, происходящихь отъ ихъ пересфченя. Изъ другихъ математиковъ 
способствовавшихь развитло Анал. Геом. трехъ измврешй укажемъ еще на 
французекаго геометра аббата Де-Гуа (1713—1788) автора сочинешя по 
теори кривыхъ 3), въ которомъ онъ даеть премы для нахожден1я касатель- 
ныхъ, ассимптоть и кратныхь точеть кривыхь всевозможныхь степеней. 
Онъ первый показаль, что нФкоторыя изь этихь точекъ могутъ лежаль на 
безконечности. Методъь Декарта нашелъ также примнене въ сочи гови 
швейцарскаго геометра Крамера (1704—1752), озаглавленномъ: „Въьедене 
въ анализъь алгебраическихь кривыхъ“ “) и вь сочинени француза маркиза 
Лопиталя (1661—1704), озаглавленномь „Аналитичесвй трактать кониче- 
скихь сфченй“ 5). Въ послднихь двухъ сочинешяхь подробно изложена 
аналитическая теоря кривыхъ лиш и поверхностей, 


Знаменитый Леонардь Эйлер (1107—1783), членъ СПБ. Академи На- 
укъ, также изложиль основашя аналитической теорйи различныхъ геометри- 
ческихъ кривыхь въ своемъ сочинени: „Введен!е въ анализъ безконечныхь“, 
написанномъ въ 1748 г. 8). ИзслВдованя свои онъ распространиль на Гео- 
метро трехь измзрешй и первый изслЁдовалъ уравневя съ двумя и тре- 
мя перемнными, заключающия уравненя поверхностей втораго порядка. Из- 
слфдовашя Эйлера Занимательны по своей удобопонятноети и общности. 


1) Рае, Езза её тосвегсцез 4° раубцие её 4е мата аиев. Раз, 1713, 3 91. 
ш—12. й 

2) Ста, ВесвегсВез зиг 1е3 сопгБез а доме соцгЪиге. Рахв, 1731 ш—4. 

:) Ре-биа, Оваве 4е ГапаЛузе 4е Пезсалфез, рог аёсоиутй вала 1е весошёз и сай 
с] а гевые!, 1ез ргорг!6%6з оп айесНолв ргйасрайез 48 Ившез ввошбы4ашез 4е 108 168 
огдгез. Рамв, 1740, ш—12. 

4) Сгатег, Питойисйов & Рапа]узе 4ез Цвшез соигьез а]вбьмащев. @ёпёче. 1750, 
Ш—&. 

5) Т/Нозрий, Тгалёё апаЛуйцие дов зесёопз соплащез. Раш, 1720, ш—4. 

6) Г. Ещег, питодисйо 31 Апа]увш айпИогии. Уо]. 1—1. Гаизаюие, 1748, ш-—8, 
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Первый изъ геометровъ изелфдовавиый вопросъ о кривых высшихь 
порядковъ во всей его общности былъ велиый Ныютонь (1642—1727). Ра- 
боты его по этому предмету изложены въ сочинени: „Перечислеше кривыхъ 
третьято порядка“ '). Ньютонъ насчитываеть 72 вида различныхь кривыхъ 
третьяго порядка, которыя онъ дЪлить на пять классовъ. Онъ показывает, 
что он образованы перспективной проэкщей пяти кубическихь параболъ, 
подобно тому какъ ве кривыя втораго порядка образованы проэкщями кру- 
говъ. Также указаны были Ньютономъ различных интересныя свойства при- 
надлежащя алгебраическимь кривымъ, но доказательствь никакихь этому 
онъ ‘не даль. Въ настоящее время даже трудно сказать, как онъ пришель 
къ этимъ выводамъ: путемъ - ли анализа или теометрическимь? Многе изъ 
вопросовъ чистой геометрии р№шены были Ныютономъ въ первомъ отдВлВ его 
знаменитато сочиневя „Начала философии“ ?). Въ этомъ отдЪлВ изложень 
методъ Ньютона, которымъ онъ пользовался при рЪшени различныхь гео- 
метрическихь вопросовъ, а также показаны мношя замЪчательныя свойства 
коническихь счешй. 

Боле обстоятельно была изложена теоря кривыхъ, разсмотранныхь 
Ньютономъ, англйскими геометрами Опирлиномь (1692—1770) и Макло- 
‘реномь (1698 — 1746). Первый далъ доказательства различныхь свойствъ 
кривыхъ третьяго порядка перечисленныхь Ныютономъ и прибавилъ къ нимъ 
еще четыре вида. Изсл®довая Стирлинга составляють предметъ его сочи- 
нения: „Кривыя третьяго порядка перечисленныя Ньютономъ“ 3). Подобна- 
то же содержан!я суть сочинешя Маклорена 4), во второмъ изъ которыхъ 
онъ выводить наиболфе интересныя и важныя свойства алгебраических кри- 
выхъ синтетическимь путемъ. 

Попытки классификащи различныхь кривыхъ были уже сдзланы 
древними геометрами. Они сознавали что всякая кривал есть ничто иное 
какъ ршенше неопредФленнаго вопроса. Въ такомъ смысл древые назы- 
вали кривыя зеометримескими мостами. Хотя они нё имли поняя объ 
уравненяхь и объ представлени кривыхъ уравнешями, но они понимали, 
что теометрическая кривая есть мьсто точек соотвфтетвующихь безчис- 


1) 1ваас Мешют, Юпиллегао Нпедтаа {ег охапыв. Сочинеше это есть прибавлеше 
кь „ОлтикЪ“ того же автора» напечатанной въ 1704 г. 

2) Мешют, РЫЙоворвае пабагаНз ришециа шаВешаеа. Гопёол, 1687, Ш—4. 

3) ето, ТАюеае фе огёпиз Мезошалае. „Охоп. 1747, ш—8. 

4) Мадамчт, @вотебча отвашеа, че аезсйрыо Нпелгаш сагуагит пийуетваИв. 
Тюпд. 1719, ш—& 

Мадиият, Оз Нпеагим ввошейеагат ргормеаМЬиз репегаз фхасвйие. Това, 
4720, в—4. 
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ленному множеству рЪшенй, соотвЪтетвующихь предложенному вопросу. 
Декарть указаль на отличительныя свойства двухъ видовъ кривыхъ, 
именно: геометрическихь и механическихь. По его опредвленйо леометри- 
ческая кривыя суть 1%, въ которыхъ точки кривой могуть быть опредзлены 
сочеташемь двухъ движенй, между которыми существуеть опредвленное от- 
ношене. Таковы конхоида, циссоида и т. д. Въ числу механическияь кри- 
выхь принадлежать: спираль, квадратрикса, циклоида, логариомическая кри- 


-вая и др., отношеня движенй оть которыхъ они происходять неизвЪстны. 


Это дфлеше кривыхъ было замфнено впослФдетви другимъ, предложеннымь 
Лейбницомь (1646—1716). Онъ всЪ кривыя отнесъ къ числу геометричес- 
кихь, раздфливь ихъ на два класса: иривыя аллебраическяя и кривыя транс- 
цендентныя. Первыя суть тЪ для которыхь отномеше абециесь къ ордина- 
тамь выражается конечнымьъ алгебраическимь уравнешемъ. Вторыя суть ть 
коихь уравнешя заключають безчисленное множество членовъ или транс- 
цендентныя функщи, каковы 51, (03, Тапа, 108 и т. д. Классификащя ал- 
тебраическихь кривыхъ, какъ мы видЪли выше, дана была въ нервый разъ 
Ньютономъ. 


Мы перечислили вс® болфе извзстныя сочинешя по Аналитической 
Геометр!и написанныя въ ХУП и ХУШ столЬмяхь и указали на ихъ ха- 
рактеръ. Эти же сочинен{я представляютъ постепенное развитче метода ко- 
ординать, созданнаго Декартомъ. Мы уже видфли какъ Паскаль, Дезаргъ и 
друме геометры стремились создать синтетический методъ, основанный на 
новыхь методахь, который они постепенно вводили въ геометрическая из- 
слфдованя. Такой синтетичесый методъ былъ снова введенъ въ геометри- 
ческя изслфдованя въ начал» настоящаго столёйя знаменитымъ француз- 
скимь геометромь Монокель (1746—1818), основателемъ политехнической 
школы, творцемъ „Начертательной Геометрии“ '). Предметь Начерт. Геом. 
есть рьшеве различныхь вопросовъ, относящихся къ фигурамъ въ простран- 
ств путемь графическимъ--на плоскости. Методъ Монжа много способетво- 
валь болфе обобщенному воззрню на фигуры вообще. Такимъ образомъ 
въ геометрическихь изелфдоваяхь разсмотр®е различныхь фигуръ и их 
соотношенй въ пространств являлось однимъ изъ самихь главныхь. Под- 
тверждещемъ этому отчасти могуть служить классическое сочинеше Мона 
„Приложеше Анализа къ Геометрии“ 3), предметь котораго происхождене и 
свойства, поверхностей, а равно и труды многочисленныхь его учениковъ: 


т) Мопде, бвошёыме дезейрыуе, Раша, 1194, ш—4, 


2) Мотде, АррИсаов 4е РАпаузе & 1а бботёыче дез вот#асев фа 1-е её 2-е дет, 
Ранв, 1807—1809, ш—8. 
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Дюпена (1784—18..)), Бю (1774—1862) ®), Буаншюна (1785—18..)°), Га- 
чиста (1769—1834) *), Понселе (1788—1867) 5) и многихъ другихт. 
Понселе въ 1822 г. въ евоемъ сочинеши „ТГрактать о проэктивныхь 
свойствахь фигуръ“ даль методь проэкщй, въ которомь оть частныхь 
свойствь фигуръ восходять къ болфе общимъ. Таля свойства носят назва- 
зе проэктивныль свойствь фигурь. Перспективная проэкщя еше ранЪе 
была приложена къ геометрическим изелЪдованяхгь Дезаргомъ, Ньютономъ 
и Паскалемь, о чемь мы упоминали уже выше, а впослдетни нёмецый 
теометръ Ламберть (1728—1777) въ своей „ПерспективЪ“ 5) приложиль ее 
къ рёшенио нЪкоторыхь весьма сложныхь вопросовъ, при помощи преобра- 
зовашя ихъ въ болфе простые. Но только Понселе въ проэктивныхь свой- 
ствахъ фигуръ увидфль весьма плодотворный теометрическйй методъ и при 
помощи его развит даль новый толчекъ ЕЪ возникновению новЪйшаго син- 
тетическаго метода. Въ сочинения Понселе изложена также одна изъ боле 
важныхь геометрическихь теорй, именно „Теорйя взаимныхь поляръ“, пер- 


зоначальные сл®ды которой нЪзкоторые математики усмотрзли въ сочинен]- . 


яхъ Дезарга. Еще ранфе, именно Лагиру вЪ 1685 г., было извфотно, что 
зъ плоскости коническаго ефченя всякая точка съ прямою и всякая пря- 
мая съ точкою находятся въ извёетномъ соотношени. Такое соотношеше 
Понселе прим®ниль къ преобразованию одной фигуры въ другую, ей взаим- 
ную, и изъ него создаль теометричесвй методъ, тд№ точкВ въ одной фи- 
турЪ соотвЪтетвуеть прямая въ другой, и обратно. Французсвй геометръ 
Теронне (1771—18..) въ подобномъ соотношени двухъ взаимныхь фигуръ 
усмотрьль общее начало, изъ котораго съ того времени возникла новая 
точка зря при геометрическихь изслдовашяхь. Начало это извъетно 


т) ирйь зай зиг 1а аевс!рЫол дев Нвшез её 4ез загаесв ди зезов бедтё. Помщ. 
въ опгой! 4е сое Ролубесьт ие, ХУ сашег, 1808, р. 45—83. 

рирт, Обуеоррешетз 4е Сботбыче, 1813, Рав, ш—4. 

Фирт, АррНсаЧотв 4е ббошёнче её ае Мёсалаие, Рам. 1822, ш—4. 

2) Во Евза 4е бёошбые апайуйаае, Рав, 1805, ш—8. 

Вор, Евзай эпа1уйцие дез сошеьев еб йез зитфасез, Раз, 1802, ш—8. 

3) Вматейот, Мёпое виг 1ез зах#асев соптфез 4п зесопа 4евтё. Помфщ. въ Фоцг- 
ла| ае РЁсое Ротиесвиаие, ХИТ саБег, 1806, р. 297—811. 

Внатепоп, Мётоше вах 1ез Вопез @и зесов@ отаге. Рахзв, 1817, ш—8. 

_ 4) Набйейь 6теюз де ббошёыче & гов теплое, Рав, 1817, ш—8. 

Наспеце, Аррёсайов де Райвёрке & 1а рботбьМе 4е хоз @йлепзювз, Ра, 1817, 
1—8. Е 

5) Ропейер, ТтаИё @ез ргоргё6з ргодесйуез ев Якогез. Раш, 1822, 1—8. 

Ропсйе, ‘Тебе ибибгае 4ез ро]айхев гботргоаев. См. Зоштиа1 Окей. Т. ТУ, р. 14—71, 
1829. 

$) Татбет, Те {тее Регвресыхе. Ии1Ь, 1159, ш—8. 
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нынЪ подъ именемъ двойственности координать (па! 6). Назване это вве- 
дено было Гергонномъ \). 


Новая точка зрьшя введенная Понееле въ изслфдоване геометричес- 
кихь вонросовъ получила векорЪ быстрое развиме. Незадолго до появленя 
сочиневя Понселе появилась въ 1803 г. „Геометыя положешя“ *) фран- 
цузскаго геометра Карно (17 53--1823), въ которой авторъ изслфдуеть свой- 
ства фигуръ въ зависимости отъ ихъ положен. Главное. нововведеше Карно 
въ своей „Геометри“ заключается въ томъ, что онъ даль геометрическое 
представлене количествь положительныхь и отрицательныхь, что епособ- 
ствовало зпачительно обобщению геометрическихь рЪшен!й, въ томъ смысл 
что одного рёшешя было достаточно, каковы бы ни были положения различ- 
ныхь частей фигуры. До Карно требовалось столько рЪшен!й сколько было 
различныхь расположен!й частей фигуры. 

ХДальнзйщему развитно теометрическихь изелфдован!й много также со- 
дЪйствовала новая геометрическая теорйн мнимыхь количествъ, созданнан 
въ начал» настоящаго вЪка. Теорйя эта дала блестяние результаты въ сво- 
ихь приложешяхь къ различнымь вопросамъ математическаго анализа. Пер- 
зый 3) разсматривавший выражеше У—1 какь условный символъ, выражающий 
перпендикулярность, а выражешя вида -Еа/—1 какъ представляющуя лини 
перпендикулярныя къ направленямъ по которымъ отечитывались величины 
дЪйствительныя, положителеныя и отрицательныя, былъ французсвй мате- 
матикъ Арно (1768—1813), написавший въ 1806 г. сочинеше „Попытка, 
представить мнимыя величины при геометрическихь построеняхъ“ *). Одно- 
временно съ Арганомь тфмъ же вопросомъ занимался аббать Бюэ5) и 
Франсе 8). Дальнйшя обобщеня методъ Аргана получиль благодаря тру- 


1) Аппез 4е Маббтачиев, Т. ХУТ, 1825—1326, р, 209. 

2) Сагиоь бвошбы1? 4е роз оп; Рав, 1808, ш—4. 

Сатпо, Тьбоме 4ез Чгапзуегза]ез, Разг, 1806, ш—4. 

3) Первая попытка, представить теомотрически мнимвя выражения принадлежить прус- 
У тсометру Кюну (КаЪи, 1690—1769), автор» мемуара: МедНаЙолев 4е диалёна ив 
ппаршатИв сопзёгиет16 её тадсПраз фпавтагиз ехь енд. Мемуарь этоть быль налеча- 
танъ авторомь въ 1750 тоду въ Мо\! Сошшешагй Асайет. Зе1епф. Ппрег. РеёгороН&,, Т. ИТ. 

4) ‚Аядата Езза] зиг ипе шашге 46 гергёзепцег [ез ап 63 пайтайез @алз 103 
солвегиеЫ00з пбошёыЧчиев. Рама, 1806, ш—8. Есть издаме 1813 г. 

5) Вибе, Мётоше зиг 1ез уиалёёз ипзаташев. Помфщено въ РЕЙозорШеа) Тгаи- 
засйоп, 1806. 

. в) Егапсаз, Моцуедах ришсез @е @ёошёёЧе йе роз оп, её пу тргбайоп свотё- 

Уие 4оз вушьо1ез ппазтайгев. Иомбщено въ Аппа]ев 4е Маетай(иез, Т. ТУ, р. 222 
228, 364; Т. У р. 197; 1813—1815. . 
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дамъ англичанина Варена ), француза Мурейя 2) и наконець въ новой гео- 
метрической иеорйь эквиполений, созданной профессоромъ падуанскаго уни- 
верситета Беллавитисомь въ 1882 году 3). Правильное воззрве на геоме- 
трическое предотавлеше мнимыхь выраженй имфлъ также извфстный гер- 
мансый математикъ ЛГиуссь (@авз, 1777—1855), предложивиий “) символъ 
$ для выражешя ИУ—1. Особенно удачныя приложеня геометрической тео- 
рйи мнимыхь величинъ при изслФдовани различныхь аналитическихь воп- 
росовъ сдфлалъ франдузоый математик Коши (1189—1857) въ 1847 т. 5). 
Методъ геометрическаго представлешя точки на плоскости при помощи мни- 
мыхь выраженй англйсвй теометрь Гамильтонь обобщиль къ алгебраи- 
ческому предоставлению точки въ пространствв. Методъ этоть получилъ наз- 
ване; метода кватерненовь °). Упомянемь еще англичанъ Пижока, который 
въ своей „Алгебрь“ 7) занимался символом ( 4“ и Греюри (1818— 
1844), который въ одномъ изъ своихь мемуаровъ предложить особенное гео- 
метрическое предетавлеше для мнимыхъ количествъ 3). Оригинальное гео- 
метрическое представлеше мнимыхъ количествъ даль еще современный фрам-: 


о 


1) от Уаттеп, А Ткеайзе оп ве беоте{еа] Вертезешаон оф ие Заааге В00ёз 
о Меройуе Опа ез, СашфЧаве, 1828, 1—8. Дальнёйшее развиме своей теор авторъ 
даеть въ РЬЙоворЫса! Тгапзаейоп за 1829 г. раз., 211—254, 339—859. 

2) Моигеу, Тв уе воле 4ез Чад 63 пбхайуез её 4ез (иалёз ребфепбаев 1та- 
впашез, Ратв, 1828. ш—8. Есть издале 1861 г. = 

3) Веймянв, Мейюво аеЙе сащроНепяе (См, Ашпа @еПе вс1еп2е 421 герпо Гош- 
Ъахдо-Уепею, Т. УП, 1831).—Зрозёйопе 4е1 шегойо ее едигроПевае (Сы. Мешоше 4еПа 
Зосеёь ПаНава аеПе зс1елте, Т. ХХУ, Мой.па, 1854). Посльднее сочинен!е существуеть 
во француз. пореводь: Ехрозоп 4з 1а пбепойе дез едроешсев раг 6. ВеПам в, фгадий 
рах Гайвать, Рагв, 1874, ш—8. 

4) О мнимыхь зеличинахь Гаусеъ упоминаеть мимоходомъ, говоря объ составныхь, 
количествахь. Онъ говорить, что если величины положительныя и отрицательныя отелитьы- 
заль по горизонтальной ‘линш на право и на лёво, то мнимыя величины слфдуеть отсчиты- 
заль по направлен порпендикулярному. См. ббитевсЬэв сеевмеп Аюхевев, Завг 1831, 
ЗЕ. 61, В. 625 и Твеога, тефпогии Ъпа@гаЧсогит, Сотштаевца о 2-е, бо шеае, 1832, 
рав. 16, атЁ. 38 её 39. 

5) Самеуу, Заг 1е3 дпалёИ6з ввошёыиез; См. Ехегс1сев @’Апа]узе её 4е Риузаие 
паба аще, Т. ГУ, 1847, Рашз, рая. 157—180. Я 

5) Налайот, Оп бизйехи1опв, ог оп а пез Зузеш 0Ё Ппавшамез 1 А|вета. Сы. 
РЬозор№ са! Маратшо, 1844, 1815. — Оп ЗушЪоНс беошешу. См. Тье Сашфий4ве ап4 
Таша Мабпет. ЗопгнаЙ, 1846, Уо]. Т; 1841, У1. П.— Натёйюп, Гесфахез оп апабеги!о1з. 
Пат, 1853, ш— 8. 

7) Реасосй, Миерта. Салам ., 1842, ш—8. ^ 

®) Стедоту, Оп ве @ешешаху реше ев оф #1 аррНсафов оЁ веъгалса] зуш о] 
40 иеотейгу. Помфщ, въ Саш\ЧЧе Малетамса] Зойгпа|, Т.П, 1841. — ДальнЪйшее раз- 
зиме своей мысли Грегори приложиль въ сочинеши: б'7едогу, Ехешрез оЁ Зе Лего. ава 
Либерта] ОздодТав, Саши. 1841, 1—8. 
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пузевй геометрь Марин '), съ помощью котораго онъ легко объяениль пе- 
р1одичность не только интеграловь простых, но и кратныхъ. 

Изь новаго метода проэкщй Понселе, новаго воззрёня на геометри- 
ческое значеше мнимыхь выражен, „Геометри положешя“ Карно воз- 
никла новЪйшая синтетическая геометрия. Предметъ ея изслфдованй ка- 
сался въ начал только общихьъ проэктивныхь свойствь фигуръ, впосл®д- 
стыи въ нее вошли также изслфдован!я непроэктивныхъ — метрическихь 
свойствъ. Послф Понселе французевй теометрь Шаль (1793—1800) и н%- 
мецый геометрь ИЁиейнеръ (1796—1863), независимо одинъ отъ другаго, 
положили основаня новой синтетической геометри, опредфливъ отношеня 
существующия между проэкщей двухь фигуръ, независимо оть ихъ перс- 
пективнаго положешя. Условя эти легли въ основаше ихъ теорш. Труды 
этихь двухъ геометровъ составили предметь многочисленныхь ихъ сочине- 
в! и мемуаровъ, изъ которыхъ болфе важны „Высшая Геометр:я“ Шаля ?) 
и „Геометричесыя построешя произведенныя при помощи неподвижнаго 
круга и прямой лини“ Шиейнера?). Въ другомъ сочинения „Систематичее- 
кое развите взаимной зависимости геометрическихь образовъ“ *) Штейнеръ 
излагаетъ свои геометрическя воззрён:я и подробно разбираеть н®которые 
изъ методовь новЪйшей геометри, какъ нар. двойственность, проэктивность 
и др. Около того же времени Геометрию положешя разработываль нёмецей 
теометрь Стаудть (1798—18..) авторъ сочиненя „Геометр!я положен!я“ 5), 
содержащее много иитересныхь изслФдованй. Весьма много интересныхъ 
теометрическихь вопросовъ было рёшено итаманскимь теометромь Л/аске- 
рони (1750—1800), изел5довавшимъь цфлый рядъ задалъ, которыя онъ р*- 
шилъ въ своей „Геометри цыркуля“ только съ помощью круга ®. 

Новый методъ внесенный въ изелдовашя теометрическихь вопросовъ 
даль самые блестяне результаты въ рукахъ такихъ гешальныхь математи- 


1) Махапайеп Мале, Тьёоме 4ез {опеНол8 уанаез плавшейтев. Т. 1. Рав, 
1874—76, ш—8. 

2) Спазез, Тгайё @е бёошёы1е Зарбёмеиге; Раз, 1852, ш—8. 

$) Бетег, Г4е веотебузевев Сопагасйоте апзсе Вт шов бег регайей 14 
ип ешеш Фезоп Ктейвев. ВекШа, 1833, 1—8. 

4) Эетег, Зумешайзсве Епёускешая 4ег АБЪёлеекей веотеычасвег безёаНел уоп 
ефтал4ег, шё ВегаскыснЫеиия ег Атфенеп аМег ип лецег беотеег Бег Ромвшел, 
Рго]-сНопз-Мейнойел, беотейЧе 4ег Раве, Тгапзуства]еп, Опа] 8 под Вес1ргосИа4 пла 5. 
т. Вега, 1832, ш—8. Сочинеше это должно было состоять изъ пяти частей, но вышла 
въ свёть только первая часть, 

5) бамаь, беотеые ег Гаве. Махпрега, 1847, ш—8.—Венгёве хх беощече бег 
Гаде. Ней 1—2—8, 1856—60. Магифега, #8. 

в) Мазсйетот, Та веотейча 4е\ сошраззо. Рама, 1197, ш—8, 
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ЕЕ какъ Шаль и Штейнеръ, Методъ этотъ способствоваль много расши- 
реншо траниць геометрическихь изслёдованй. При этомъ ыы что 
большую часть своихъ теоремь Штейнеръ далъ безъ всякихъ доказате о 
а приводить лишь ихъ сущность, между этими предложенями Е 
сложныя; ихъ доказательствомъ впослВдотви завималиеь многе геометры 
Изъ бое выдающихся сочиненй по Геометри положеня укажемъ на а 
чинене германскаго геометра Рея, вышедшее въ 1868 т. '). ты 


Быстрое развие синтетической Геометри оказало также вмяше на 
даль» Бйшее развит!е Аналитической Геометри. Явилась необходимость и 
тическаго толковавя новыхъ началъ геометрии и новыхъ воззрфвй. Требова- 
лось методъ доказательствъ, усвоенный синтетической теометрей ее 
на аналитичесвй языкъ. Этому оказаль важную услугу бжьнейй теомет 
Ионнерь (1801—1868), занимавиийся боле глубокимъ и веестороннимъ и: 
сл®довашемъ аналитическихь уравнен1й. Плюккерь показалъ въ т 
въ своемъ сочинени „Аналитически-геометрическия развитя“ 2), какъ п и 
аналитическомь изолБдовани геометрическихь задачь при Е — 
тави уравнен!й видны лини фигурь и взаимное отношеше между ними 
Совершенно справедливо зам$тиль Плюккеръ, сказавъ: формы моихъ р 
нешй суть полныя представленя трафическихь пост . и 


оенй, въ которы 
нфть ничего посто] ь : т 
ронняго; это суть идеальныя, а: 
Г. ‚ аналитическими символами, 


начертанныя фигуры“ 3). Благодаря Плюккеру Аналитическая Теометря со- 
вершенно измфнилась и стала на должной степени своего развит. Боле 
обетоятельно были изслдованы Плюккеромъ вривыя 3-го порядка, о 
онъ разсматриваеть въ зависимости отъ ихъ вида и формы, 


. при чемъ даетъ 
полное перечислене ихъ. Онъ насчитываетъ 219 кривыхъ 8: 


1 -го порядка. Геоме- 
Е г 
‘рическля свои воззрёня Плюккеръ проводиль во многихъ сочинешятт, ИЗЪ 


которыхъ болфе важны слфдующ!я: „Аналитическая Геометрия“ +) 
алгебраическихь кривыхь“ 5), „ГеометрАя трехъ измфренй 
Плюккеръ написаль, подобно Шалю, 
ческаго характера. 


„ Теоря 
“ 8). Кром того 
множество мемуаровъ чисто геометри- 


2 *) Ееуе, Пе беотеыче ег Гаде. ТЫе, 1—2. 'Наппоуек, 1866—в8, 1—8. Переве: 
дено также на французсвй языкъ подъ заглавемъ: 2 1 Нов, 1 ь 
СЕ гъ: Неуе, бвошёне 4е ровно. Раг. 1—2. 

5 Рскег, Апа]уйвсВ-веотенуасье Жибускешиееп. Ва. [—1, Еззеп.1898—31, —4 

| ) Рскег, Фефек Сигуев 8. Огапила, 7. СтеПе, Ва. ХХХГУ, 1847 8. 382 оз Ра 

емь этимь, говорить Плюккеръ, я обязань Монжу. } . Е 

и ен, Зувеш 4. Апа]уызсвен @беошевле. Ве, 1835, т—4. 

) Рйсйег, Твеоме @зг а]еертайвсвев Сигуеп; Вопи, 1839, ш—4. 

6) „ ь : : 

) Рсйе», Зубешт ег беотенле @ез Ваатев, Оазве]4от{, 1846, ш—4 
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Исходя изъ своихъ воззрзы на методъ синтетической геометрии Плюк- 
керъ и другой термансый геомотръ ЛМебёусь (1790—1868) 1), независимо отъ 


- Понселе и Тергонна, пришли къ началу двойственности координатъь, какъ 


это видно изъ нЪкоторыхъ м%еть „Аналитически-геометрическихь развитй“ 
Плюккера и „Барицентрическаго“ счисленя“ Мебуса 2). Плюккеру также 
обязаны введешемъ эиетраэдрическихь координать и сокразценнаю способ, 
который собственно въ первый разъ быль предложенъ франпузскимъ геомет- 
ромъ Бобилье (ВоБШег) въ 1827 году 3). 

Новымъ синтетическимъ методомь изелфдоваюй впервые воспользова- 
лись геометры для изслЗдован!я кривыхъ порядка выше втораго; этимъ 3а- 
нимались: Понселе, Шлейнеръь и Плюккеръ. Въ теори этихь кривыхь 060- 
бенное значеше имфли различных присушя имъ свойства. Въ такимь свой- 
ствамь принадлежать, напримЪръ, такъ называемыя точки перемиба кривой, 
т. е. точки въ которыхъ кривыя измфняють направлеше своей кривизны, & 
также двойныя касательныя, т. е. касательныя касающаяся двухъ различ- 
ныхь точекъ кривой. Еще Понселе въ этихъ особенностяхь думать найти 
объяснеше н®которыхьъ парадоксовь, представляемыхь методомъ взаимныхь 
поляръ. Изъ этой теори Плюккеръ вывель число точекъ перегиба и двой- 
ныхь касательныхь, соотвЪтствующихь алгебраической кривой извзестнаго 
порядка. Но нахождеше аналитическимь путемъ этаго числа представляло 
непреодолимыя трудности, такъ какъ эти особенности зависили отъ различ- 
ныхь свойствъ аналитическихь уравненй, а также отъ одной изъ самыхь 
трудныхь частей Анализа, именно теори эллиминащи. Велфдоти этихь 
причинъ аналитическое изслёдовал!е алгебраическихь кривыхъ высших по- 
рядковъ долгое время оставалось неполнымъ, пока не получиль окончатель“ 
нато своего развимя одинъ изъ новзйшихъ методовь Анализа, именно тео- 
рая опредЪлителей, о которомь справедливо сказалъ Сильвестръ: „Георя 
опредфлителей есть примнеше Алгебры къ Алгебр%; это есть методь даю- 
щий возможность предвидёть и связать результаты аналитическихь дЪйствйй, 
тахимъ же точно образомъ какъ Алгебра освобождаеть насъ отъ производ- 

ства обыкновенныхь дЪйствьй Ариометики“ %). 


1) Ми, Шег Багусещивсв> Сас], еш пеиез Ниш ие! г апайуйвенею Ве- 
Ъапаая Чег боощейле, ЧатвемеШ ава ЧпзЪезопдеге ап @1е ВИация пецег К1а8зеп уов 
Аишауеп ип 41е Елёзускейиие мейгегег Епепзсвайюн 4ег Кевевсви йе апбечал4®, уоп 
А. Е. МоЫаз, Ргойеззог 4ег Азыопопуе 7 Т-фрае. Гере, 1821, ш—8. 

2) Назваше , Барицентрическое счислеше“, по словамь Мёбуса, онъ ввель потому, 
что методь этоть онъ вывель изь началь центра тяжести. „Предметь барицентрическато 
счислен:я суть точки и численные коэфищенты ихъ“, говорить Мебусь. 

3) Аплез 4е Мальётайчиез; Т. ХУПТ, 1827—1828, рав. 320. 

4) Рыйоз. Мав. Уо. 1. 4%. Бег. 1851, рав. 295. 
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Изел®довашя Плюккера нашли также многихъ послфдователей, изъ 
числа которыхь наиболфе известны нфмецее геометры Гессе (1811—1374) 
и Клебщь (18..—1872). Главная заслуга Гессе заключается въ томъ, что 
онъ обобщиль многое въ Аналитической Геометр!и, введя въ свои Е 
вашя опредилители. Занимаясь, на ряду съ геометрическими вопросами, во- 
просами алгебры Гессе показаль, какъ при помощи теори а 
можно исключить одно неизвЪетное изъ двухъ уравнейй высшихъ степеней. 
Занимаясь этимъ вопросомь Гессе далъ нЪсколько важныхь предложен, 
касающихся этого исключешя и приложиль ихъ къ изелфдованю кривыхъ 
3-го порядка и къ вопросу какъ форму 3-ей степени отъ трехъ перемн- 
Е привесть къ возможно простой форм изъ четырехь членовъ '). Рфше- 
ше РТО вопроса свелось на опредЪлитель изъ двухъ дифференщальныхе 
коэфищентовь 3-ей степени, который въ первый разъ быль введенъ Гессе 
въ вычислешя. Опредфлитель этоть, получивиий большое приложеше въ 
геометрическихь изслёдовашяхь различныхь вопросовъ, получилъ назваше 
„Гессевскаго опредфлителя“. Одновременно съ изелфдован:ями Тессе, кото- 
рыя привели его къ открытию опредфлителя его имени, анг йсвйй геометрь 
Ееле (Сау]еу) въ 1845 г.?) положиль первыя основы теор инварантовь. 
Теорйя эта получила свое назване отъ вопроса, изслВдовашемъ котораго она 
обязана своимъ возникновешемъ; вопроеъ этоть слфдующиЙ: „какъ могутъ 
быть изъ уразненшя кривой выведены уравненя другихь фигуръ, которыя 
АХО ТиСЬ бы съ кривой въ такомь неизызнномь (шуама Ме) соотноше- 
ши, что ихъ проэкщи неизиЪняются“. Дальнъйшее развите теорйя инвар!ан- 
товъ получила благодаря изелФдовашямъ многихь геометровъ, прим%нив- 
шихъ ее въсвоихь сочиневяхъ; изъ числа ихь мы укажемь на англичань 
Сильвестра, Салмона 3), и терманскихь геометровъ Клебша“), Аротольдта 

1) Неззе, Чефег @е ЕНицшамоп 4ег Уаг. аиз ге! а1в. б]еспипеел уош 2-еп @таа 


1% дуг УегдпйегНевеп. —ОзЪег 4е \Мепёериике 4зг Сигуе 3. Огапи 
ь пе. См. Топг. ь 
Ва. ХХУШ, 18 м, В. 68, 97. ее 


=) ИзслЬховавйя Келе составляють предметь цфлаго ряда (десяти) мемуаровъ подъ 
затлашемъ „Ороп (иалсз“, напечатанныхь въ РыЙозорН. Тгалз. въ перюдъ 1856—179 гг. 

3) байтоп, ТхеаМзе оп ада] уйе беотшейу. Тлопфоп, 1848, ш—8. Поелфдующя ре. 
ня озатлавлены: байтпой, Тгеайзе оп Соп4е Зесйопв. Сочинене это выдержало шесть изда- 
иШ, изъ коихъ послёднее (6-е) вышло въ 1879 году. Сочиненше это пользуется вполнф за- 
служенною извзстностью и переведено почти на всф европейсве языки. Переводъ на рус- 
сый зы сдфланъ нами въ`1860 году и намъ принадлежить первымъ честь перевода этого 
сочинен!я на иностранный лзыкъ. Переводъ налиь озатлавленъ „Коничесыя Сзченя“, СПБ. 
1860. 1—8. Изъ другихь сочиненй Салмона укажемь еще Аналитическую Геометрю трехъ 
измфренй: байпой, Тгеайзе оп 4Ве апуйе беотеёгу о# Вгее аппевяонв. ОиЪа, 1861. 
1—8 и на его теор кривыхъ: байпон, Тгеаизе оп ЫеВег р1апе сигуев. рано, 1852, 
1—8. Вов эти сочинен!я выдержали по нфеколько издаю и читаются математиками = 
пользею и въ настоящее время. - 

4) Изь сочинешй Клебша наиболве извёстны: (4 зс», Уоезипеев &ег беошеве. 
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(Атопво!4), Гордана (Согаап) и многихъ другихъ. Далфе Гессе показаль, 

что его опредзлитель даеть возможность найти къ каждой кривой другую 

кривую, связанную съ первой извъстными условмями. Кривая эта получила 

впослдетви назваше „кривой Гессе“ 1). Изъ числа чисто геометрическихъ . 
вопросовь ршенныхь Гессе укажемъ на слфдующйй: даны 9 точекъ, опре- 

дЪляющихь поверхность втораго порядка, требуется найти 10-ю точку этой 

поверхности? Вопросъ этотъ быль предложень Брюссельской Акадешей въ 
1895 году, но долгое время оставалея нербшеннымь, пока ие было дано 
рьшен!я Гессе въ 1842 году *). Вопросъ этоть въ теометр!и трехъ измфрешй 
тоже что задача о нахождеши 6-й точки коническаго сфченя по даннымъ 
пяти его точкамъ. Послфдняя задача, какъ извЪстно, была рЬшена еще 
Паскалемь, при помощи его знаменитаго шестиугольника. Р»шене данное 
Гессе чисто синтетическое. Зам$тимь здфеь, что еще’ ране Гессе, въ 1836 
тоду, Штейнеръ предложиль два р»шен!я этой задачи. 

Мнот1я интересныя свойства кривыхъ выешихь порядковъ были из- 
слфдованы съ аналитической точки зрШя итаманскимъ математикомъ Арс- 
моной, написавшимь по этому предмету цфлый рядъ сочинен! 3). ДальнЪй- 
шимъ усизхамь Аналитической Теометр!и также много способствовало вве- 
деше въ изслФдоваюе однородныхь и трилинейнихь координать. На даль- 
иЪйшее развиме Геометри также оказало не малое вляне примфнене пря 
теометрическихъ изслфдовавшяхь трансцендентныхь функщй. Такое прим*- 
неше было сдфлано съ особеннымъ успёхомъ Клебшемъ въ 1863 году“). 

На ряду съ синтетической Геометрей возникла еще новая отрасль 


РО 


Геометр!и извзстная подъ именами: „мнимой“, „воображаемой“, „пангеомет- 


Низ. У. Тлодетапи. Ва. Г, Барив, 1875, 3—8. Существуеть также французское издалие 
этого калитальнаго сочинешя, 

1) Изь трудовь Гессе боле извфстны: Невзе, Уотезипеен @фег @1е АпеЛуйзене @ео- 
шее 4ез Вале. рефран, 1861, п—8,—Незе, Апауивеве беотеёче ег вогадеп Таше, 
дез Риз под @зв Ктевез ш дег Ефъепе. 1ерав, 1865, ш—8. Кром того онъ налисаль 
еще: „\1ег Уотевипеги аз 4ег Апа]узсвеп беошеыче“ (См. Хейзевт И г Мабвет. ао 
РвузЕ, дате. ХП.—„Э1еЪев Уотезипееп аи8 4ег Апа?уызсвеп бзошеыче аег Керевевоне“ 
(Си. Хейзев. 2 Майь. ип@ РузШ, давте. ХЛХ и Зартв. ХХИ). Кром} того оиъ написаль 
до 50-ти мемузровь по Геометри. 

2) Неззе, Чефъег @е Солвёгас Нот 4ег ОъегЯвсне 9. Огапаой, уоп чеевей БеНе ве 
9 Рипке поефеп э104. См. Фопг. СгеП., Ва. ХХТУ, 1812, В. 36. 

=) Главныя изъ его сочиненйй: Сиетопа, Титодит. а4 ца \Веомь веошейе. деПе сигуе 
`р1але. Во]одпа, 1862, п—4. — РееНиупа 61 ипа {еоша веош. аеЦе зирегйое (1162 
отд.). Вооспа, 1861, ш—4. 

4) СТевзсь, Озрег @е АпчепёииЕ ег АуоРзсвей ЕипеНодей ш бег беотейе. См. 
Зопг. СгеП., Ва. ХПГ, 1863, 3. 53, 
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ри“, этеометри высшихъ измф рен“, „гипергеометри“ и т. п. Первыя 06= 
новы этой новой отрасли геометрическаго изелфдовашя, были положены 
нашимьъ соотечественникомь Николаемь Ивановичемь Лобачевскимь (1798— 
1856), занимавшимъ мфето профессора въ Казанскомъ Университеть въ пе- 
`рюдъ времени между 1816—1856 гг. Систему свою Любачевсвй изложилъ 
въ сочинени „Воображаемал Геометр!я“, напечатанномь въ 1335 г. 1). Одно- 
временно съ Лобачевскимь тЬми же вопросами занимались венгереше мале- 
матики Болеи, отець и сынь (1715—1856, 1802—1860). Изел дования Бо- 
лея—отца’ были напечатаны въ 1829 и 1851 тодахъ, а Болея—сына въ 1833 
году ?). Въ настоящее время „Мнимая Геометр:я“ и вообще обобщеше раз- 
личныхь геометрическихь вопросовъ, касающихся пространствъ болЪе трехъ 
измренй, занимають многихъ геометровь и составляеть предметь много- 
численныхь мемуаровъ и изслдовавй, въ которыхь трактуется о простран- 
ствахъ многихъ изм рен. Основное свойство или положене въ теометри 
Лобачевскаго состоить въ томъ, что сумма угловъ во веякомъ треугольникВ 


мене двухъ прямыхъ угловъ. Исходя ИЗЪ этого начала онъ доказываеть 5 


много занимательныхь предложенй. Изъ математиковь настолщаго време- 
ни, занимающихея „Мнимой Геометрей“, названной въ послфднее время 
также „Неевклидовской“, въ отлище отъ теометри Евклида, т. е. обыкно- 
венной, входящей въ составъ гимназическаго курса, наиболЪе извЪетны тру- 
ды: Белыпрами ®), Клейна “), Риманна (1826—1866) 5), Фриииауфа °), Буня- 
ковскало ") и многихь другихъ °). ДалЁе теометры обобщили понят{е о прос- 


1) Напечалано въ ученыхь запискахъ Казанскаго Универ. кн. 1, 1835 г., а также въ 
доптиа] СхеПе, Ва. ХУП, 1837. КромЪ этого сочинен{я онъ написаль ино другихъ; 
относящихся къ тому же вопросу, изъ нихь главное: Ранебошёыще оп ргёез @е вбошёнче 
Коп@бе зиг ипе 1В6оме биёга]з её т1воптеияе 4ез рагаПёез, Кагап, 1856, ш—8. 

*) Интересное изслфдоваше Бодея—сына переведено на французск!Й лзыкъ Туэаемъ 
подъ затламемь: Га з4епсе аЛвоше 4е Гезрасе ш@ёрепЧале 43 1а уёгИб оп @з а, #аиз5её6 
4е Ражбше ХТ а’ЕпеНае есё., раг Уеап Вот, Разв, 1868, ш—8. 

3) Ваал, Бако 41 Пуегргеалопе деПе беошена, поп ЕаеНаеа. Марой, б1ог- 
паз 41 Маешайсве, Уо1. УТ, 1868. 

*) Е1ет, Чефег @е зов-пашию № -ВакН@ вене беошевче. См, Майвеш. Аппа]ен, 
Т. ТУ, 1871; Т. УГ, 1813; Т. УЦ, 1874: 

5) Жетапт, Оефег йе Нуро#Везеп @сне 4ег Сеошенче хиг бгипае Цереп. НаЪ- 
наболязсвтН уоп 10 Лия 13541, АЪвап@аниен @эг Кблые1. безеЙзев. ха боышеов, Ва. 
хи. 

8) Емзетаи{, АЪзойие беотеые пась Т. Во]уа1. Тефиде, 1872, ш—8. — ешеме 
4ег Аузониеп беошеы1з. Геёрае, 1816, ш—8. 

7) Воииофо зу, Сопззавгаотз заг даеиез зшацатЕ6з (01 ве рибзепёгпё 4апз ев 
сопзыгасНолз @е 1а СвошбвЫ4е поп-сие Нее. См. Мёшойез йе РАсад. аз 5 РеёегзЪ., 
Земе УП,`Т. ХУШШ, 1872. 

8) Основныя начаха „Неевклидовской Геометри“ изложены нами въ сочинени „На- 
зала Евклида“, Юевъ, 1880, 1—8, См. стр. 1—80. 
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транствз трехь измренй и стали ит и изел№довать простран- 
ства четырехъ, пяти и вообще т, 1, м =" измзревй. Конкретное предетавле- 
не такихъ пространствъ недоступно нашему ‘пониманию, съ геометрической 
точки зря, но съ аналитической вполн% возможны и подлежать матема- 
тическимь изслздованямъ. 

Выходя изъ предёловъ нашего представленя при помощи Геометри 
высшихъ измёреши рЪфшаются вопросы повидимому совершенно невозмож- 
ные, лишенные здраваго смысла, какъ напр. выворачиван!е вполнф замкну- 
тато тфла, въ род шара, эллипсоида и т. под.; основывая свои разсужде- 
ня на аналоми и исходя изъ свойствь тьль трехъ измфренйй мноше гео- 
метры, теоремы, имвюция м»сто въ нашемъ пространств%, обобщили и на 
пространства высшихъ измзревй. Въ послднее время германсве геометры 
Рудель \) и Дюреж» *) изелфдовали нфкоторыя свойства тфль болЪе ‘трехъ 
измфренй. Дюрежь показаль, что для тВль въ пространств четырехъ, ия- 
ти, шести и т. д. измвревй, соотвётетвующимь нашимъ многогранникамь 
также существуеть теорема Эйлера, выражающая зависимость между сто- 
ронами, ребрами и углами многогранника. Кавкъ частный случай изъ общей 
формулы для тёла и измфрешй онъ выводить формулу Эйлера. Американ- 
сый математикъ Нюкомбь 3) р»шиль задачу о вывсроть бочковидной фи- 
туры безъ разрыва или разрфза частей. Въ послёднее время извфстный гер- 
мансый математикъ Бальцерь въ своей „Аналитической Геометрии“ %) также 
ввель нЪкоторыя обобщеня, основанныя на введене въ геометрическое из- 
слЪловае пространства 22 измфревй. Но замфтимъ здфсь, что выводы Дю- 
режа основаны только на аналоги и на обобщени извЪетныхь свойствъ, 
присущихь только нашему пространству. Съ аналитической точки зрьныя 
такое обобщене возможно, но съ геометрической—реальной, тавя обобще- 
н1я представляютъ несообразность. Въ настоящее время вопросы эти, какъ 
мы уже замЪтили выше, занимають многихъ геометровъ и представляють 
обширное полё для абстрактнаго мышленя челов®ческаго ума. 


1) Виа, Уош Кбгрег Вбпегеп Олиерзюпоп. Вейхёре хи деп Еететеп ешег и— 
@ипепзюпайеп беотеыче. Казвг\альеги, 1882, 1—8. 

?) Питёде, Чеьзг Кбгрег хоп ег Онпепзопер. З\2Ъ. 4ег К. к. АкКай. 4ег \У1взеп- 
зспайев уов УЧ ев. Ва. .ХХХИ, И АБ., Ма-Ней, Уа№ге. 1881. 

3) Мешсоть, №ое оп & с1азз 0 ТгапзфогтаНот5 чыев Багасев шау цибегро Ш 
Зрасе о шоге ап Ф1кее 4йтепзю5. См. Ашесай Зопгиа] 0# Мафнетайс., Т. Т., рав, 
1—4 1818. 

4) В. Вайс", АпаЛуйзеве Сзотейе. Гера, 1882, ш--8. 
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